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ANOTACE BAKALÁ SKÉ PRÁCE 
KLEMENC, M. Studentská formule, zavšení motoru na rámu: bakaláská práce. Ostrava: 
VŠB – Technická univerzita Ostrava, Fakulta strojní, Katedra mechaniky, 2014, 62 s. 
Vedoucí práce: Podešva, J. 
Bakaláská práce se zabývá kontrolou a návrhem zavšení motoru na rámu 
studentské formule. Jsou uvažovány dv varianty zavšení. První varianta je zavšení 
motoru bez použití pružných a tlumících prvk  – silentblok. Druhá varianta poítá s jejich 
použitím. Porovnávacím kritériem jsou zde velikosti sil, které se penášejí pes uložení na 
rám pi vibracích motoru. Práce se skládá ze tí ástí. V první ásti je provedeno 
experimentální m ení potebných parametr a analytický výpoet modální analýzy 
uložení motoru. Ve druhé ásti je provedena modální analýza uložení motoru a modální 
analýza rámu se zavšeným motorem pomocí MKP. Ve tetí ásti je provedena 
harmonická analýza pomocí MKP a vyhodnocení velikosti sil penášených na rám pi 
dvou zpsobech zavšení. Pro MKP výpoty jsou použity programy Patran a MSC 
Nastran. 
ANNOTATION OF BACHELOR THESIS 
KLEMENC, M. Student Formula, the Motor Seating on the Frame: bachelor thesis. 
Ostrava: VŠB – Technical University of Ostrava, Faculty of Mechanical Engineering, 
Department of Mechanics, 2014, 62 p. Thesis head: Podešva, J. 
 
Bachelor thesis deals with the control and design of the motor seating on the frame on 
Student Formula. The first option is to hang the engine without the use of elastic and 
damping elements - rubber bufer. The second option alows their use. Comparative 
criteria are the value of the forces that are transmited through the seating of the frame 
during engine vibration. The thesis consists of three parts. The first part is an experimental 
measurement of the parameters and analytical calculation of engine mounting modal 
analysis. The second part is a modal analysis of the engine mounting and modal analysis 
of the frame with motor, using FEM. The third part is the harmonic analysis using FEM 
and assessment of the magnitude of the forces transmited to the frame in two ways 
suspension. FEM calculations are performed in the program Patran and MSC Nastran. 
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Seznam použitých znaek a symbol 
Znaení  Jednotka   Popis  
Rm [MPa]  mez  pevnosti  
Re [MPa]  mez  kluzu  
A  [%]  tažnost  
FR [N]  radiální  síla  
IA, IAP, Ip, Ip0, IT [kg.m2]  moment  setrvanosti
 [rad/s 2]  úhlové  zrychlení  
Mi [N.m]  moment  
m [kg]  hmotnost  motoru  
mp [kg]  hmotnost  pívažku 
g  [m/s2]  tíhové  zrychlení  
rT [m]  vzdálenost  t žišt 
 [°]  úhel  nato ení 
φ [rad]  úhel  nato ení 
0 [s-1] 
vlastní kruhová frekvence 
netlumeného kmitání 
t [s] as 
γ [rad] fázový posuv 
T, Tp [s] perioda kmit 
rp [m] polomr pívažku 
p [m] vzdálenost stedu pívažku 
e [m] excentricita 
x, y, z [-] souadné osy 
b, c, h [m] rozmry uložení 
M [-] matice hmot 
K [-] matice tuhosti 
q [-] vektor souadnic 
T [-] tžišt 
Fdx, Fdy, Fdz [N] direkní síla 
kx, ky, kz [N/m] tuhost 
l [m] prodloužení 
 [s-2] vlastní íslo 
c [-] vlastní tvar 
A [-] matice A 
 [s -1]  vlastní kruhová frekvence 
9 
 
f [Hz] vlastní frekvence 
V [-] modální matice 
 [kg/m3] hustota 
f [-] vektor budících sil 
qa [-] vektor amplitud výchylek 
 [s-1] 
kruhová frekvence budící 
síly 
fa [-] vektor amplitud budících sil 
R [N] reakce v základu 
Ra [N] amplituda reakce 
b [N.m-1.s] koeficient tlumeni 
xa [mm] amplituda výchylky 
Fa [N] amplituda zatžující síly 
Ma [N.m] 
amplituda zatžujícího 
momentu 
n [min-1] otáky 
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Dosazením rovnic (5.5) do soustavy (5.3) a vhodnými úpravami dostaneme výslednou 
soustavu pohybových rovnic 
 
∙ 3∙ ∙ ∙ ∙ 0 
∙ 3∙ ∙ ∙ ∙ 0 
∙ ∙ ∙ ∙ ∙
∙ ∙ ∙
0. 
(5.6)
Pro maticový zápis a další výpoty si vypíšeme ze soustavy (5.6) matici hmot 
 
0 0
0 0
0 0
, (5.7)
matici tuhosti 
3∙ 0 ∙
0 3∙ ∙
∙ ∙ ∙ ∙
 (5.8)
a vektor souadnic 
 . (5.9)
5.2.2. Výpoet vlastních frekvencí a vlastních tvar 
Dalším krokem je samotná modální analýza. Pro jednoduché úlohy se dvma až temi 
stupni volnosti lze vypoíst vlastní frekvence a vlastní tvary run, pomocí frekvenního 
determinantu. Ten nám pro 2 stupn volnosti vygeneruje kvadratickou rovnici a pro 3 
stupn volnosti kubickou rovnici, jejichž koeny jsou hledanými hodnotami. Pro složitjší 
úlohy lze pevést úlohu na tzv. zobecnlý problém vlastních ísel ve tvaru 
 ∙ ∙ 0, (5.10)
pípadn na speciální problém vlastních ísel 
 ∙ 0, (5.11)
kde  je tzv. vlastní íslo,  je vlastní tvar a ∙. 
ešením dostaneme vlastní ísla a ke každému vlastnímu íslu písluší jeden vlastní tvar. 
Samotné vlastní kruhové frekvence pak vypoteme jednoduše odmocnním vlastních 
ísel 
 √  (5.12)
a vlastní frekvence 
 2∙ , (5.13)
piemž první vlastní frekvence je ta nejnižší. 
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Na Obr. 5.6 je znázornno zavedení direkních sil ve tech smrech v místech zavšení 
motoru 1 a 2. Na levé stran  motoru, v místech 4, 5 a 6 jsou smry direkních sil stejné 
jako na pravé stran. 
Po sestavení potebných matic a výpotu, dostaneme 6 vlastních frekvencí (Tab. 5.1) 
  
1 21,723 
2 39,961 
3 68,018 
4 77,487 
5 84,854 
6 122,287
Tab. 5.1 Vlastní frekvence 
a 6 vlastních tvar v modální matici normované na jedniku 
 
0,062 0,224 0,172 0,05 0,023 0,07
0,013 0,101 0,458 0,022 0,016 0,036
1 0,028 0,022 0,011 0,011 0,002
0,802 0,324 1 1 0,380 0,247
0,336 0,077 0,192 0,515 1 0,081
0,344 1 0,016 0,142 0,028 1
.  
První ádek v modální matici odpovídá souadnici x, druhý souadnici y, tetí 
souadnici z, tvrtý natoení φ, pátý natoení φ a šestý odpovídá natoení φ. Animace 
vlastních tvar jsou obsaženy na piloženém CD v následujících umístních: 
Vlastní tvar Název složky Název souboru 
1. 
Vlastní tvary motoru
1.vlastní tvar.mpg 
2. 2.vlastní tvar.mpg 
3. 3.vlastní tvar.mpg 
4. 4.vlastní tvar.mpg 
5. 5.vlastní tvar.mpg 
6. 6.vlastní tvar.mpg 
Tab. 5.2 Umístění animací na CD 
Pozn. Modální analýza je provedena pro variantu uložení s použitím silentblok. U 
varianty bez silentblok mžeme považovat uložení jako absolutn tuhé, tudíž zde 
modální analýza nemá význam. 
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6. Modální analýza uložení – MKP modelování 
6.1. Úvod 
V pedchozí kapitole byly analyticky zjištny hodnoty vlastních frekvencí vlastních 
tvar motoru uloženého na silentblocích. Tento výpoet bude dále ov en pomocí metody 
konených prvk s využitím programu Patran pro pípravu modelu a post-processing a 
ešie MSC Nastran. 
Model pro modální analýzu je v podstat  stejný jako výpoetní model pro analytické 
ešení. Tvoí ho hmotný bod (tžišt), jemuž jsou piazeny všechny hmotnostní 
parametry, tj. hmotnost a momenty setrvanosti, a je spojen s pružnou vazbou pomocí 
MPC prvku. 
6.2. MPC prvky 
MPC, neboli Multipoint Constraint, n kdy též tzv. R – prvky. Jedná se o speciální typy 
prvk, které definují uritým zpsobem vazbu mezi dvma i více uzly. V Patranu máme 
na výbr z následujících typ MPC prvk: 
 Rigid (Fixed) 
 RBAR 
 RROD 
 RBE1 
 RBE2 
 RBE3 
 a další 
V modelu motoru pro modální analýzu je využit prvek RBE2. Tento typ MPC vytvoí tuhou 
vazbu mezi libovolným potem uzl, piemž uživatel nadefinuje jeden nezávislý uzel, ke 
kterému pak napojí ostatní, závislé uzly. Zárove je nutno specifikovat, které pohyby 
nezávislého uzlu budou svázány se závislými uzly. RBE3 prvek je podobný jako RBE2 
s tím rozdílem, že mezi jedním nezávislým uzlem a ostatními vybranými uzly vytvoí 
deformovatelnou vazbu. Rozdíl je nejlépe vidt na píkladu, viz Obr. 6.1, kde je aplikace a 
srovnání prvk RBE2 a RBE3. V píkladu mže MPC prvek reprezentovat nap. ep v díe 
zatížený shora. Je vidt, že u prvku typu RBE2 si díra zachovala svj pvodní tvar, což 
neodpovídá realit, ale nap. pro celkovou analýzu konstrukce, která je uložena pomocí 
ep, mžeme tento prvek použít. Zajímá-li nás však konkrétn místo uložení, je vhodné 
použít prvek RBE3, u nhož už je deformace díry realistitjší. 
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6.4. Modální analýza 
Pro modální analýzu nabízí MSC Nastran nkolik zpsob výpotu. Pro náš pípad 
byl zvolen typ ešení s názvem „Normal modes“, který má v Nastranu oznaení SOL103 a 
je uren pro modální analýzu. Dále je možno zvolit metodu výpotu vlastních ísel. Pro 
následující ešení byla zvolena Lanczosova metoda. 
V tab. 6.1 jsou vypsány vypotené hodnoty vlastních frekvencí a pro srovnání jsou 
vypsány i hodnoty vypotené analyticky. 
 .
1 21,519 21,723 
2 36,98 39,961 
3 67,996 68,018 
4 77,508 77,487 
5 84,776 84,854 
6 122,05 122,287 
Tab. 6.1 Vlastní frekvence z MKP a analytického výpočtu 
Je vidt, že hodnoty vypotené analyticky i hodnoty získané pomocí MKP jsou tém 
shodné a mžeme tedy model považovat za správný. Je nutno podotknout, že skutený 
motor má více než jen 6 vlastních frekvencí. T chto 6 vypotených odpovídá vlastním 
tvarm, které jsou kombinací posuv  a natoení v daném souadném systému a motor se 
pi nich pohybuje jako tuhy celek. Další vlastní frekvence už by byly vyšší a odpovídají 
vlastním tvarm, pi kterých dochází k deformaci samotného motoru. Pro naši úlohu si 
vystaíme s prvními šesti vlastními frekvencemi. 
Vlastní tvary kmitání motoru zavšeného na silentblocích jsou nejlépe vidt na 
animacích, které jsou obsaženy na piloženém CD, viz Tab. 5.2. Zde jsou pro ukázku 
zobrazeny první dva (Obr. 6.3 a 6.4). Šipky znázorují smry kmitání a barevná škála je 
pro pedstavu mocnosti výchylek. 
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8. Harmonická analýza 
8.1. Úvod 
Úkolem harmonické analýzy je zjištní odezvy tlesa nebo soustavy tles na 
promnnou budící sílu. Pro netlumenou soustavu jde o ešení rovnice 
 ∙ ∙ , (8.1)
kde vektor budících sil 
 ⋮ ∙sin . (8.2)
Dosadíme-li pak 
 ∙sin  (8.3)
a 
 ∙ ∙sin , (8.4)
 dostaneme nakonec rovnici 
 ∙ ∙ , (8.5)
neboli 
 ∙ , (8.6)
kde  je dynamická matice tuhosti,  je vektor amplitud výchylek a  je vektor 
amplitud zatžujících sil.  je zde kruhová frekvence budící síly. 
V rovnici (5.19) je neznámou vektor , tudíž ešením harmonické analýzy jsou 
velikosti amplitud kmitání pi urité frekvenci budící síly. Poet a smry tchto výchylek 
závisí na stupních volnosti. Zajímá-li nás prbh odezvy tlesa na buzení v uritém 
rozsahu frekvencí, sestavíme tzv. amplitudovou charakteristiku. Tu získáme, vypoteme-li 
amplitudy výchylek pro uritý poet frekvencí v daném rozsahu a sestrojíme graf závislosti 
amplitudy kmitání na frekvenci. Velikost kroku, s kterým v intervalu postupujeme, zásadn 
ovlivuje pesnost a vypovídací hodnotu amplitudové charakteristiky. Je vhodné volit 
pomrn malý krok, abychom zachytili všechny pípadné špiky (rezonance). Názorný 
píklad amplitudové charakteristiky pro tleso se temi stupni volnosti, jehož vlastní 
frekvence jsou 2	 , 4,7	  a 5,7	  je na Obr. 8.1. Amplitudová 
charakteristika je ešena na intervalu 0 – 8 Hz. Zelenou kivku dostaneme, rozdlíme-li 
interval na 8 díl, tzn., krok je 1 Hz. Modrá kivka je pro krok 0,2 Hz. Je patrné, že kivka 
s krokem 1 Hz vystihuje jen první rezonanní frekvenci, která je zde práv 2 Hz, jinak by 
se ani ta nezobrazila. Kivka s menším krokem už zobrazuje amplitudy kmitání na všech 
tech rezonanních frekvencích. Nutno podotknout, že ani zde není zobrazení zcela 
pesné. S krokem 0,2 Hz vypoteme hodnotu amplitudy nap. pro 4,6 Hz a 4,8 Hz ale 
nikoliv už pímo pro rezonanní frekvenci 4,7 Hz. 
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páté a sedmé vlastní frekvenci. V Tab. 8.1 jsou vyznaeny vlastní frekvence, které se 
v amplitudové charakteristice projevují a ty, které jsou utlumeny. 
        
1 10,071 6 112,963 11 165,442 16 210,403 
2 40,447 7 134,155 12 174,230 17 212,782 
3 48,948 8 143,382 13 182,566 18 225,738 
4 55,894 9 150,155 14 191,245 19 231,127 
5 102,674 10 155,448 15 201,000 20 232,571 
Tab. 8.1 Nalezené vlastní frekvence (zeleně) a utlumené (červeně) 
Pro porovnání tvar kmitání na výše vyznaených frekvencích s vlastními tvary jsou 
v píloze C uvedeny animace v umístních dle Tab. 8.2. 
 Název složky Název souboru 
10,071 
Harmonická analýza – 
zavšení bez silentblok
buzení na 1.vlastní frekvenci.mpg 
48,948 buzení na 3.vlastní frekvenci.mpg 
102,674 buzení na 5.vlastní frekvenci.mpg 
112,963 buzení na 6.vlastní frekvenci.mpg 
134,155 buzení na 7.vlastní frekvenci.mpg 
Tab. 8.2 Umístění animací na CD 
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3900 N. Další výrazné amplitudy jsou pi tetí a páté vlastní frekvenci. V Tab. 8.1 jsou 
vyznaeny vlastní frekvence, které se v amplitudové charakteristice projevují a ty, které 
jsou utlumeny. 
        
1 9,905 6 66,392 11 121,400 16 166,887 
2 19,908 7 90,764 12 142,798 17 173,391 
3 30,673 8 98,177 13 150,216 18 176,156 
4 37,171 9 112,637 14 154,354 19 183,095 
5 50,743 10 117,869 15 157,104 20 205,293 
Tab. 8.3 Nalezené vlastní frekvence (zeleně) a utlumené (červeně) 
Pro porovnání tvar kmitání na výše vyznaených frekvencích s vlastními tvary jsou 
v píloze C rovnž uvedeny animace v umístních dle Tab. 8.4. 
 Název složky Název souboru 
9,905 
Harmonická analýza – 
zavšení se silentbloky
buzení na 1.vlastní frekvenci.mpg 
30,673 buzení na 3.vlastní frekvenci.mpg 
50,743 buzení na 5.vlastní frekvenci.mpg 
90,764 buzení na 7.vlastní frekvenci.mpg 
121,400 buzení na 11.vlastní frekvenci.mpg 
Tab. 8.4 Umístění animací na CD 
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9. Shrnutí a závr 
Pedmtem této bakaláské práce bylo posoudit dv varianty zavšení motoru na 
rámu prvního prototypu studentské formule, která se staví na fakult strojní VŠB-TU 
Ostrava v rámci mezinárodní studentské sout že Formula Student. První varianta je 
zavšení motoru na pevno, bez použití pružných a tlumících prvk – silentblok. Tato 
varianta je na prvním modelu formule realizována. Druhou možností je zavšení motoru 
s použitím pouzdrových silentblok. Posuzovacím kritériem zde byly velikosti sil, které se 
od vibrací motoru penášejí pes uchycení na rám. Veškeré MKP modelování a výpoty 
jsou provedeny v programech Patran a MSC Nastran. 
V první ásti bylo provedeno stanovení potebných parametr pro následující výpoty. 
Jednalo se o zvážení motoru a rámu a m ení potebných rozmr. Dále byl v katalogu 
vyhledán vhodný rozmr silentbloku a ureny jeho tuhosti. Bylo provedeno také 
experimentální m ení a výpoet momentu setrvanosti motoru k jedné jeho ose 
procházejí tžištm pomocí metody m ení doby kmitu. Stejným m ením byla zárove 
stanovena poloha tžišt motoru v jedné rovin . Hodnoty zbývajících moment 
setrvanosti byly s korekcemi použity z poskytnutého modelu motoru. 
Další ást práce se zabývala modální analýzou motoru uloženého na silentblocích a 
rámu se zavšeným motorem ve dvou variantách. Modální analýza motoru je provedena 
analyticky zjednodušen ve 2D a poté kompletn ve 3D. Celková prostorová úloha je 
následn ov ena pomocí MKP. Vlastní frekvence motoru z analytického výpotu se 
tém shodují s MKP výpotem. Rovnž pi srovnání modální matice z analytického 
ešení a animací vlastních tvar z MKP výpotu nalezneme shodu. Lze tedy výpoty 
považovat za správné. 
Následující MKP výpoet se zabývá modální analýzou rámu se zavšeným motorem 
bez silentblok a se silentbloky. Rám je tvoen nosníkovým modelem a je uložen 
v prostoru na pružinách, které nahrazují závsy kol s odpružením. Výsledkem analýzy 
jsou opt vlastní frekvence a vlastní tvary kmitání rámu se zavšeným motorem. Pi 
porovnání hodnot z obou variant je patrné, že vyšší vlastní frekvence vykazuje model bez 
silentblok. To svdí o vtší tuhosti celku pi tomto ešení. Vyšší tuhost rámu pak mže 
pozitivn ovlivnit ovladatelnost formule. 
Poslední ást práce se zabývala samotnou harmonickou analýzou obou typ uložení 
motoru. Jako budící síla zde byla zavedena setrva ná síla od posuvu píst a budící 
moment setrva ný moment klikové hídele. Frekvence buzení byla uvažována v rozsahu 
provozních otáek motoru. Pro vyhodnocení a porovnání obou variant byly sestrojeny 
amplitudové charakteristiky sil penášených pes zavšení na rám. Pi porovnání graf se 
ukázalo, že pi zavšení motoru bez silentblok se na rám penášejí vtší síly než pi 
jejich použití. Maximálních hodnot dosahují síly na rezonanních (vlastních) frekvencích 
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rámu s daným uložením motoru. Mohutnost penesených sil je pi souasném ešení, tedy 
bez silentblok, pibližn 7x vtší než pi použití tchto prvk. Rozdíl je také v oblasti 
frekvencí, kde se maxima vyskytují. Jak u první, tak u druhé varianty se první špika 
projevuje v pechodovém pásmu startování motoru, tj. pibližn do 1250-1350 ot/min. U 
pružného uchycení dále hodnoty sil s rostoucími otákami klesají.  U pevného zavšení 
se však další velmi výrazná špika projevuje v oblasti okolo 6500 ot/min, což je v pásmu 
provozních otáek motoru. 
Z výše uvedeného je patrné, že z hlediska velikosti penášených sil na rám je 
výhodnjší volit zavšení motoru s použitím silentblok. Z tuhostního hlediska, tedy 
z hlediska ovladatelnosti vozu, se jeví vhodnjší varianta s pevným zavšením motoru. Po 
dokonení první verze studentské formule by bylo vhodné provést m ení za provozu a 
ov it tak výše uvedené výpoty. Dále je tedy na zvážení konstrukního týmu, jaký typ 
zavšení zvolí u druhého prototypu studentské formule.  
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Direkní síly pro náš pípad budou mít tvar 
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(10.3)
 Následuje výpis z Mathcadu, vetn odvozené matice tuhosti. 
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